aix0o no vol dir que no hi hagi gent que cobri
més (i menys) del que hem apuntat, sin6é que
hem intentat presentar uns rangs salarials on
es trobin una majoria dels matematics que
treballen a I’empresa privada.
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Després de més de 50 anys, s’ha provat la conjectura GCI: una historia

ben particular

Josep Lluis Solé i Clivillés
Departament de Matematiques de la UAB

En un article del Quantamagazine [10] del
passat mes de mar¢ hi apareix la noticia que
Thomas Royen, un matematic jubilat, havia
provat la conjectura GCI (gaussian correlation
inequality), formulada originalment els anys
cinquanta, [I] i [2], dins del context d’intervals
de confianca simultanis. Aquesta prova s’havia
resistit des d’aleshores, i molts matematics hi
pensaren durant llargs periodes, i se’'n van
publicar molts resultats parcials. Trobareu una
breu historia de la conjectura a les pagines
inicials de [8].

Thomas Royen

Thomas Royen havia treballat en es-
tadistica a la industria farmaceutica, i des
del 1985 fou professor a Bingen, una petita
universitat alemanya. Explica que la idea per
a la prova li vingué, un mati de juliol del
2014, rentant-se les dents, i a la tarda ja
tenia escrita la primera versié de [D'article.
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Com que no coneixia el TeX, utilitza Word
i 'envia a diversos matematics, entre ells el
professor Donald Richards, de la Universitat
de Pennsilvania, el qual durant trenta anys
havia intentat trobar una demostracié de la
conjectura. Richards de seguida veié que la
prova era correcta, i ajuda Royen a escriure-ho
en IATEX. A 'agost la preimpressié es va penjar
a Arxiv.

L’acollida de la preimpressié per part
d’altres matematics no fou tan entusiasta com
Royen esperava. S’ha de tenir en compte que en
els darrers anys a Arxiv s’hi penjaren diverses
proves falses, i que era habitual que, amb certa
freqiiéncia, algi manifestés que havia assolit la
demostracié, i s’hi trobés sempre algun error.

Finalment, l’article [7] es publica en una re-
vista india poc coneguda, i aixo fou la causa que
la prova passés desapercebuda, fins que Latala
i un estudiant seu, Matlak, ’escriviren d’una
manera més senzilla i clara, i ho publicaren [4]
els primers mesos del 2017.

Klartag es pregunta com, en una epoca
de tanta facilitat de comunicacid, sigui possi-
ble que, més d’un any després, la comunitat
matematica no conegués l'exit que representa
haver trobat una prova del GCI, i aquest fet és
el que es destaca a l'article del Quantamagazine
[10].
Wolchover [10] insinua que potser va ser
perque Royen no era gaire conegut, pero, si
mirem els seus treballs a Mathscinet, no té
un curriculum negligible encara que la major

47


http://concertada.ccoo.cat

part dels seus articles estan relacionats amb
un tema molt especific, el de la distribucio
gamma multivariant, introduida el 1951 per
Parthasarathy et al. [6], en un article molt
bonic. Precisament fer servir algunes propietats
d’aquesta distribucié multivariant, que havia
estudiat tan a fons és el que li dona la clau
de la prova, ben diferent de la de molts dels
intents anteriors, que havien emprat eines i
arguments molt més sofisticats. A vegades la
classica afirmacié de la navalla d’Ockham és
ben encertadal

Ara comentaré que diu la conjectura GCI.
Veureu que és tan clara que si féssim ma-
tematics joves i atrevits, en conéixer-la afir-
mariem, amb un entusiasme certament agosa-
rat: «Espera, que aquesta nit m’hi poso, i dema
et diré alguna cosap.

Conjectura GCI: Siguin A i B dos subcon-
junts de R™ convexos i simetrics respecte a
Porigen (A = —A), i sigui p,, una llei normal
multivariant a R"™, de vector d’esperanca 6> i
matriu de covariancies Y. Aleshores:

fin(ANB) > pin(A)pin(B).

A continuacié presentaré dos casos parti-
culars d’aplicacié de la conjectura. Imagineu
que llanceu dards a una diana, i que la posicié
on es claven esta modelada per un vector

= (X1, X2) amb una llei normal multivariant
dos dimensional centrada a l'origen, que és el
centre de la diana. Agafem com a subconjunts
A i B un cercle i un rectangle centrats a
lorigen. Aleshores la desigualtat ens diu que la
probabilitat que el dard es clavi a la interseccié
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del cercle i del rectangle és igual o superior al
producte de les probabilitats que es clavi en el
cercle i que es clavi en el rectangle, és a dir:

P(} € cercle Nrectangle)

> P(;(> € cercle)P(? € rectangle).

Per a laltre cas, considerem el vector
aleatori X = (H,W) que modela laltura i
el pes d’una persona, i suposem que té una
llei normal 2 dimensional. Anomenem (H., W)
el vector centrat. Aleshores, agafant com a
conjunts A = [a,—a] x Ri B = R x [=b,1],
és a dir, dues bandes convexes i simetriques, la
conjectura ens diu que:

P((Hq,P.) e AN B)
= P(H, € [a,—a], W, € [-b,b])
> P((He, Pe) € A)P((He, F) € B)
— P(H, € [~a,a))P(W, € [-b,b]).

La idea de la prova és clara. Tot conjunt
convex i simetric el podem escriure com una
interseccié numerable de bandes simetriques, i
per tant n’hi ha prou de provar la conjectura
quan, fixats ny i ng, amb ny + ne = n,
uns numeros positius tq,...,t,, 1 també n
vectors Uq,..., Un, els conjunts A i B sén
de la forma:

A:{? eR™: ’< ?,71 >]§ti,i:1,...,n1},
BZ{?GR” :]<7,7¢>|§ti,i:n1—l—1,...,n}.

Com una transformacié lineal d’una varia-
ble gaussiana multivariant és també gaussiana,
definint

Y =(W,....Ys)
:(<Y,71 >,...,<7,7n >),
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podem escriure la conjectura de la manera
segiient:

Conjectura GCI: Fixats ni i ng tals que
n1+mno = n, uns nimeros no negatius ¢, . .., t,,

i un vector gaussia centrat Y , aleshores:

P(|\Yi| <t1,....|Yn| < tpn)

> P(’Yﬂ < tl?"'?’Ynl‘ < tm)
X P(|Yn1+1| < tn1+17 SRR |Yn| < tn)'

Quan n; = 1, la conjectura fou provada
independentment per Khatri [3] i Sidak [9] el
1967. D’altra banda, el cas n = 2 el va demos-
trar Pitt [5] el 1977 utilitzant que la integral
del producte de gradients de funcions suaus
quasi-concaves, que no s’anul-len quan x # 0,
multiplicat per una funcié no negativa tal que
tan sols depén del modul |27 i decreixent
amb | 7| (en particular la densitat gaussiana
estandard), no és mai negativa, desigualtat que
tan sols es pot provar si les funcions estan
definides en R2.

Fixem-nos que la desigualtat de la conjec-
tura GCI és equivalent a la segiient:

P(YP <H,....,Y <)
> P(YP <t,....Y; <tn)
2 2 2
X P(Y2 <t 4., Y, <t2).

n

En particular Royen prova aquesta desi-
gualtat per a un vector (Y2,...,Y,?) amb una
llei n-gamma I'(a, R), amb « tal que 2a € N,
i R una matriu de correlacions no singular
[6]. Aquesta llei, com hem dit abans, era ben
coneguda per Royen. El cas concret de la
conjectura correspon a o = % La transformada

de Laplace de la distribucié I'(«, R) és
I, + RT|™7,

amb [, la matriu identitat, i 7' la matriu
diag(t1,...,tn).

La demostracié de Royen es basa en el fet
que si tenim la matriu de correlacions R de la
llei gaussiana i I’escrivim en submatrius

- Ri1 Ry
Ro1  Rao
de manera que la dimensi6 de Ry1 és nq X ny, la

de Ri2, n1 X na, ila de Ry és ng X na, totes de
rang maxim, llavors, per 0 <t < 1, la matriu

Ry tRi2
R; =
! ( tRo1  Rao )
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és també una matriu de correlacions.

Royen considera el vector aleatori
(Y1(t)2,...,Yn(t)?), 0 < t < 1, amb una llei
I'(cr, Rt). Aleshores, el terme de lesquerra de
la conjectura GCI correspon al cas t = 1, ja
que R = Ry, i per tant coincideix amb la funcio
de distribucié d’una llei I'(«, Ry), que anomena
F(s1,...,8n,a, R). D’altra banda, el terme de
la dreta, on hi ha la factoritzacid, correspon a
t = 0, 1 és la funcié de distribucié de la llei
F(O[, Ro)

Per tant, la conjectura quedara provada si
en mirar la funcié de distribucié com una funcié
del parametre t, 0 < t < 1, la derivada respecte
a t és no negativa, és a dir:

0
aF(Sl, ..

s Sn,a, Ry) > 0.

Per confirmar que la derivada no és mali
negativa, Royen utilitza les propietats de les
lleis gamma multivariants que coneix molt bé,
pero aixo dificulta la lectura de D'article a
un matematic no familiaritzat amb aquestes
distribucions. Es per aquest motiu que Latala i
Matlak [4] tornaren a escriure, de manera més
entenedora, la prova en el cas particular a = %,
i fou el seu article el que va donar a coneixer el
treball de Royen a la comunitat matematica.
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La ciéncia dels sistemes complexos al Centre de Recerca Matematica

Alvaro Corral, Alex Roxin i Tomas Alarcén
Centre de Recerca Matematica

Els sistemes complexos

Durant els darrers cent anys, la fisica ha
procedit a expandir les seves fronteres cap
al més petit ('atom, el nucli, els quarks) i
cap al més gran (les galaxies, l'expansié de
Punivers...), la qual cosa ha requerit i propiciat
important avencos matematics.

Podem trobar una altra frontera de la
ciencia molt més a prop nostre: la dels sistemes
complexos. I que sén els sistemes complexos?
Si fossin facils de definir voldria dir que no
sén complexos; de tota manera, com en altres
coses a la vida, podem reconé¢ixer un sistema
complex quan el veiem: un fluid turbulent,
el clima, I’economia, la politica, la cellula, el
cervell, els ecosistemes, les ciutats, internet...
Practicament tots els problemes que afronta
la humanitat al segle XXI venen de la nostra
limitada capacitat de comprendre els sistemes
complexos [I6]. A partir d’aquesta enumeracié
podem constatar que algunes caracteristiques
comunes d’aquests sistemes son:

e Primer, que es componen de moltissimes
parts o unitats (al contrari que els sistemes
més paradigmatics de la fisica, com l’atom
d’hidrogen o el sistema solar).

e Segon, que el comportament del sistema
no és caracteritza pel comportament de les
seves parts, siné que hi ha un comportament
global emergent, o, com va dir Aristotil,

el tot és més que la suma de les parts
(en contraposicié al que passa amb altres
paradigmes de la fisica, com un gas ideal
o un material paramagnetic). Aixo vol dir
que el procediment reduccionista habitual en
fisica de descompondre el tot en les seves
parts i investigar aquestes parts per separat
simplement no funciona amb els sistemes
complexos.

e Tercer, que sén sistemes allunyats de 1’equi-
libri (no com passa, per exemple, amb una
de les fites de la fisica del segle XX, el model
d’Ising).

L’hipotetic lector o lectora haura notat que
als nostres exemples hem barrejat sistemes
que pertanyen a disciplines diverses: la fisica,
les ciencies socials, la biologia... Llavors, la
ciéncia dels sistemes complexos és una part
de la fisica? Potser pel que va dir I'eminent
fisic Sam Edwards, que fisica és allo que fan
els fisics, simplement [3]. Certament, avui dia
un gran nombre de fisics han comencat a
estudiar aquesta mena de sistemes, avorrits dels
recargolaments infructuosos de les teories de
cordes, supercordes, etcetera [5l [T1].

Al Centre de Recerca Matematica (CRM),
de Bellaterra, creiem que la ciéncia dels siste-
mes complexos és massa complexa per deixar-
la només als fisics (i encara més als biolegs,
sociolegs, etcétera) i que els matematics no
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